Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI
A
POLYNOMES

Dans tout ce chapitre, K est I'un des corps R ou C. La plupart des résultats présentés demeurent vrais pour un corps K
quelconque — Q par exemple — mais nous ne nous en préoccuperons pas.

@ 1 CONSTRUCTION DES POLYNOMES

Jusqu’ici, vous n’avez jamais distingué les polyndémes des fonctions polynomiales, qui sont pour vous toutes les fonctions
sur R de la forme x — a,x" +a,_;x" ' +...+a;x +a, avecn € N et ay,...,a, € R. Nous allons voir dans ce chapitre qu'en
fait NON, LES POLYNOMES NE SONT PAS DES FONCTIONS.

Notons par exemple P le polynéme 3X? + 4X + 1. Calculer P(5), c’est transformer 5 en un autre nombre conformément
a certaines opérations élémentaires — puissances, multiplication par un réel et addition. Or il y a tout un tas de mondes
mathématiques dans lesquels on sait calculer des puissances, multiplier par un réel et additionner les objets :

— le corps R bien sfir, d’oti la possibilité de calculer P(5),
— lanneau .#,(R), d’ou la possibilité de calculer P(A) pour tout A€ .#,(R),
— lanneau R¥ des fonctions de R dans R, d’ot1 la possibilité de noter P(exp) la fonction x — 3e?* +4e* + 1.

En fait, dans tout anneau A dans lequel on sait multiplier par un réel, on peut poser P(a) = 3a% +4a+ 1, pour tout a € A,
mais il faut renoncer pour cela a 'idée qu’'un polynéme est une fonction car la fonction x — 3x? + 4x + 1 est définie sur
R, pas sur .#,(R) ou R¥, Finalement, on ne sait toujours pas ce quest le polynéme P = 3X? + 4X + 1, mais ce n’est pas la

. . f
gentille fonction x —— 3x% + 4x + 1 en tout cas.

Le piege, c’est que jusqu’ici, quand on vous définissait une fonction polynomiale, on vous donnait y = f(x)
aussi ses coefficients. Et quand on connait la suite (1,4, 3) des coefficients de f, on peut facilement \
calculer toutes ses valeurs, par exemple f(5) = 3x52+4x 541 = 96. A I'inverse, quand on connait \ /
f comme fonction, c’est-a-dire par la donnée compléte de ses valeurs, il est difficile de remonter \ /
jusqu’aux coefficients. Vous pouvez tenter I'expérience sur la figure ci-contre, vous n’y verrez pas \ /
les coefficients de f.

Dans ces conditions, il vaut mieux renoncer a faire des polynémes des fonctions et privilégier
ce qui compte le plus en eux, a savoir leurs coefficients.

Définition (Polyndme a une indéterminée a coefficients dans K) On appelle polynéme (a une indéterminée) a
coefficients dans K toute suite presque nulle d’éléments de K, i.e. toute suite (a;)reny d’éléments de K dont tous les
éléments sont nuls a partir d’un certain rang. Pour tout k € N, le coefficient a, est appelé le coefficient de degré k du
polyndéme.

L’ensemble des polynémes a coefficients dans K est noté K[X] si on choisit de noter X l'indéterminée.

Conformément a cette définition, un polyndéme est une SUITE de la forme (a,,a;,...,a,,0,0,0,...) a coefficients dans K.
Nous pourrons bient6t NOTER a,X" +a, ;X" ! +...+a;X + a, une telle suite, mais pas tout de suite. Gardez tout de méme
cet objectif en téte, il vous aidera a comprendre les prochaines définitions.

Quoi qu’on pense de son abstraction, la définition précédente rend au moins trivial le résultat suivant, si 'on n’oublie pas
ce que c’est qu'une suite. Le résultat analogue sur les FONCTIONS polynomiales est autrement délicat !

Théoreme (Identification des coefficients) Deux polynomes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont
égaux.

Définition (Polyndme constant, polyndme nul) On appelle polynéme constant de K[X] tout polyndéme (2,0,0,...)
avec A € K. Un tel polynome sera simplement noté A.

Avec cette notation, le polynome 0 est appelé le polynéme nul.
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Définition (Degré d’un polynéme, coefficient dominant, polynéme unitaire) Soit P = (ay )rey € K[X ] un polyndéme
NON NUL. Le plus grand indice k pour lequel a; # O est appelé le degré de P et noté deg(P).

Le coefficient de degré deg(P) de P est appelé son coefficient dominant. S’il est égal a 1, on dit que P est unitaire.

Par convention, le polynéme nul est de degré —oo :  deg(0) = —o0

Exemple 7X*—X3+ 2X?—3X —5 a pour degré 4 et coefficient dominant 7, tandis que X° — 4X? + 3X + 5 est unitaire.

A présent, les polynémes étant des suites :  K[X] c KY. Mais comme K est un groupe additif, K" est un groupe pour
la loi d’addition définie par (u)reny + (Vidkeny = (U + Vidken POUr tous (U )ren> (Vidken € K. Montrons que K[X] est un
sous-groupe de K. Tout d’abord (0),cy € K[X]. Ensuite, pour tous P = (a; )ren, Q = (by)rey € K[X], nous pouvons nous
donner un rang N a partir duquel a;, = b, = 0. Alors a; — b, = 0 pour tout k = N, donc P —Q € K[X].

Bref, nous savons maintenant additionner les polynémes, mais nous voulons aussi pouvoir les multiplier entre eux. Nous

2n k
serions bien contents de pouvoir écrire ceci : (Z ) (Z b XJ) Z (ao by +...+a bO)Xk = Z (Z aibk_i)Xk,

i=0 k=0 \i=0
calcul au sein duquel on a simplement regroupé les termes degre par degre Il ne nous reste plus qu’a forcer le destin.

Définition (Anneau K[X]) Pour tous P = (a;)ren, Q = (br)ren € K[X], on appelle produit de P et Q et on note P x Q

k

ou PQ la suite (Z aibk_i) = (ao be+...+a bO)keN’ qui se trouve étre un polynéme.
i=0 keN

Le triplet (K[X 1+, x) est alors un anneau commutatif d’éléments neutres le polynéme nul O pour + et le polynéme

constant 1 pour x. En outre, pour tous P = (a; )xey € K[X] et A € K, AP est le polynome (Aa Jren-

Démonstration Fixons une fois pour toutes P = (az Jren> Q = (bt Jxen> R = (¢i)ien € K[X .

e Loi interne : Il s’agit de montrer que le produit de deux polynémes est bien un polynéme, i.e. une suite

PRESQUE NULLE. Notons N un rang a partir duquel a; = b, = 0. Or pour tout k = 2N :
k
Zaibk_i = Z a; bk i + Z ; bk_i =0, donc en effet PQ € K[X].
i=0 = 0 car
k=i >k—N =N
Multiplication par un scalaire : Soit A € K. Pour tout k € N, le coefficient de degré k de AP vaut

Aag +0.a,_ +...+0.ay = Aay, donc AP = (Aak)keN En part1cuher 1xP=P.

=k-
e Commutativité de x : Pour tout k € N : Za bi_i 75 lZ b;a;_;, donc PQ=QP.
i=0 j=0
Associativité de x : Pour tout k € N, le coefficient de degré k de (PQ)R est :

k i k k k k—j
Z (Zajbi_j) Croi = Z ajb;_jcp; = Zaj (Z bi_jck_i) = JZaJ (Z by Clr—j)— l)
i=0 =0 i=j

Jj=0 0<j<i<k =0 =0

donc est égal au coefficient de degré k de P(QR), donc (PQ)R = P(QR).

Distributivité de x sur + : Pour tout k € N, le coefficient de degré k de P(Q +R) est :
k

k k
Z a; (b + i) = Z ;b + Z a;Cr—i>
i=0 i=0

i=0
donc est égal au coefficient de degré k de (PQ) + (PR), donc P(Q +R) = (PQ) + (PR).

Et voila, le temps de la notation polynomiale est enfin arrivé ! Grace au théoréme suivant, les polyndmes seront désormais
toujours notés comme des polynémes au sens intuitif du terme. Je n’irai pas jusqu’a vous conseiller d’oublier la construction
que nous venons d’effectuer — et qui n’est pas terminée — mais nous n’aurons bientot plus du tout besoin de voir les
polynémes comme des suites presque nulles. Ce point de vue nous a seulement permis de fonder proprement le monde
des polynémes formels — on les qualifie de « formels » pour les distinguer des fonctions polynomiales, sur lesquelles nous
reviendrons plus tard.
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Théoreme (Notation polynomiale) Dans K[X ], on choisit de noter X le polynéme (0,1,0,0,...).
e PourtoutkeN: X*=(0,...,0,1,0,0,...), polynéme dans lequel le 1 est en position « degré k ».
1=(1,0,0,...), X=(0,1,0,0,...), X%?=(0,0,1,0,0,...), X3=(0,0,0,1,0,0,...)...
n
e Pour tout P = (aq;)rey € K[X] non nul de degré n: P = Zaka. On peut aussi écrire que P = Zaka
k=0

et cette écriture est unique. Une telle somme est FINIE contrairement aux apparences car la suite (a)ey €st
presque nulle. Cette notation « infinie » rend de précieux services de rédaction.

Démonstration Légalité X* = (0,...,0,1,0,0,...) pour tout k € N se démontre par récurrence.

¢ Attention ! X N’EST PAS UN NOMBRE ! ‘ Otez-vous une fois pour toutes cette idée de la téte.

Le résultat suivant ne nous est d’aucune utilité pour le moment, mais nous l'utiliserons plus tard dans nos pérégrinations
probabilistes et c’est pile poil le bon moment pour le démontrer.

| n N2
2
Théoreme (Formule de Vandermonde) Pour toutn € N : Z (n) = ( n)‘
k=0

2n

2 1 . 4
Démonstration Légalité (X +1)?" = (X + 1)"(X + 1)" s'écrit aussi : Z ( kn)Xk = Z (n)Xl X Z (n)XJ
L J

k=0 i=0 j=0
\ 2n = (n n = ()2
A gauche, le coefficient de degré n vaut ( ), et il vaut Z ( ) ( ) = Z ( ) a droite par définition du
n —\i/\n—i i

produit de deux polyndmes. i=0

Théoreme (Addition, multiplication et degré) Soient PQ € K[X]et A € K.

(i) Degré d’'une somme : deg(P+Q) < max{deg(P),deg(Q)}.
Cette inégalité est une égalité notamment quand deg(P) > deg(Q) ou deg(Q) > deg(P).

(ii) Degré d’un produit: deg(PQ) = deg(P) + deg(Q). En particulier, pour A # 0 : deg(AP) = deg(P).

Démonstration Le résultat est évident lorsque P ou Q est nul. Supposons-les donc tous deux non nuls et notons
m le degré de P et n celui de Q, ainsi que P = (ai )xen, @ = (bx)ken €t PQ = (¢t )ken-

(i) Pour tout k > max {m, n} : ag+b,=0, doncdeg(P+Q)< max {m n} max {deg(P) deg(Q)}
=0

m+n m—1 R m+n
(ii) Pour commencer : Cpy, = E ;bman_i E a;bpyne; + apb, + E a; bpyn_i =anb,, donc
i=0 i=m+1

comme a,, # 0 et b, ;ﬁ 0, forcement Cman 7 0, donc deg(PQ) = m + n. Inversement, pour tout k > m+n :

Za bk i + Z ai bk_l- =0, doncdeg(PQ)<m+n.

i= m+1

Théoreme (Intégrité de K[X]) L’anneau K[X] est inteégre : YPQ e K[X], (PQ =0 = P=0ouQ= O).
\

Démonstration  Pour commencer, K[X] est un anneau non nul. Soient ensuite LQ € K[X]. Si PQ = 0 :
deg(P) + deg(Q) = deg(PQ) = —oo, donc deg(P) ou deg(Q) vaut —oo, autrement dit P ou Q est nul.

Ce résultat serait nettement plus difficile a prouver si on travaillait avec des fonctions polynomiales et non avec des
polynémes. En effet, si P(x)Q(x) = 0 pour tout x € R, alors en tout point I'une des fonctions P et Q s’annule, mais qui nous
dit que I'une des deux s’annule tout le temps ? Rien a priori.
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Définition-théoreme (Composition des polynomes)

+00 +00
e Composée : Soient P = Z a,X*,Q € K[X]. On appelle composée de Q suivie de P le polynéme PoQ = Z a; Q~.
k=0 k=0

o Degré d’une composée : SiQ n’est pas constant : deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q).

Démonstration On suppose Q non constant et on pose m = deg(P). Par produit : deg(Qk) = kdeg(Q) pour

tout k € [0, m]], donc comme deg(Q) = 1, la suite (deg(Qk))0<k est strictement croissante.
<m
m

Finalement, par somme : deg(PoQ) = deg(z aka) 20 deg(Qm) mdeg(Q) = deg(P) x deg(Q).
k=0

+00
Définition (Dérivation des polyndmes) Soit P = Z aqX* e K[X].

+00 k=0
e Polynéme dérivé : Le polyndéme P’ = Z ka, X =1 est appelé le polynéme dérivé de P — avec par convention
k=0 0 x X! =0 pour k = 0, fausse apparition de X !.

e Polynémes dérivés successifs : On définit pour tout n € N le e polynéme dérivé de P, noté P™. On pose
pour cela P =P et pour toutn e N: PO+ = (P(”))/. Pour n = 2 et n = 3, on préfére les notations P” et
P aux notations P® et P®),

Exemple Pour P=8X>—5X%2+3X+1: P =24X>—10X+3, P’=48X—-10, P” =48 et PW=0.

Théoreme (Propriétés de la dérivation des polyndmes) Soient BQ € K[X] et n €N.

(i) Degré: Sideg(P)=n: deg(P(”)) =deg(P)—n, etsiau contraire deg(P) <n: P =0.

——— Ce sont des DERIVEES,

(i) Somme: (P + Q)(n) =p 4+ Q(n)- K ﬁ; pas des puissances.
(iii) Produit: (PQ) =P'Q+PQ’. Plus généralement :  (PQ)™ = Z (Z)P(k) Q"™ (formule de Leibniz).
(iv) Composition: (PoQ) =Q xP’oQ. k=0

Démonstration Introduisons les coefficientsde PetQ: P = Z Xk et Q= Z b xk.
k=0 d k=0

(i) Posonsd =deg(P).Sid<0: P’'=0. Siaucontraired>1: P’ = Z ka X1 avec day # 0, donc
deg(P’) = d — 1. Au-dela, récurrence! =
kt1

(iii) Montrons que (PQ)' = P’ Q +PQ’. Soit k €N. Le coefficient de degré k de (PQ)’ vaut (k + 1)2 a;brii-
i=0
et celui de P'Q + PQ’ vaut Z (+1Daj b+ Za (k—1+41)by_i41- Ces coefficients sont égaux car :

j=0 i=0
k+1
=j+1
Z(;H)ambk_j + Za k=it Dby = Y iaiba l+Za (k=i+1)b i
i=0 i=1 i=0
k+1 k+1 k+1 k+1
= Z ia;bpyr— + Z ai(k—i+1) by = Z (iaibk+1—i +a;(k—i+1) bk+1—i) =(k+ 1)2 a;byr—i-

i=0 i=0 i=0 i=0
La formule de Leibniz s’en déduit par récurrence sur n. Initialisation : Pour n =0, rien a faire!
Hérédité : Soit n € N. Faisons I'hypothése que la formule de Leibniz: (PQ)™ =... est vraie pour tous

P,Q € K[X]. Alors pour tous P,Q € K[X].

(pQ)(rH-l) — ((pQ)/)(n) — (p/Q + pQ/)(n) (g) (P/Q)(n) + (PQ/)(n) HgRi ( )(P )(k) Q(n k) + Z ( )P(k') (Q )(rl k")

k=0

n n n+1
n _ n / 1l =k+1 n _ ’ s
_E (k+1) A(n—k) E: (k") A(n+1-k") L =K E: O H(n+1-0) E: (k) A(n+1-k")
B ()P e (k/)P < B (z—l)P e (k/)P <
k’=0 k’=0

=1

n
= p+D) QO 4 Z (k 1)P(k) Qn+1-k) +Z (Z) pl) @nt1-k) 4 p(0) (n+1)
k=1
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n
=p+ Q0 4 Z ((k " 1) + (Z)) pk Q1=K | pO o+1)  __ eng, la formule de Pascal !
kil 1 n+1 1
= P Q) 4 S (“ + )p(k) QrH1h) 4 pO) QD) = (” t )p(k) Q1)
— k — k
k=1 k=0
+00 +00
/ /
(iv) Par définition PoQ = Z a,Q*, donc (PoQ) = Z ak(Qk) . Ensuite (Qk) = kQ'Q*"! pour tout k € N par
k=0 +00 k=0
récurrence a partir de (iii), donc (P o Q) = Z a, xkQ'Q"1=Q x P’ oQ.

k=0

Notre construction des polyndémes ne saurait s’achever sans un rapide retour a la notion de fonction polynomiale, dont
nous reparlerons aussi plus loin.

(
Définition-théoreme (Evaluation polynomiale, fonction polynomiale)
+00 WD
e Evaluation : Pour tous P = Z aka e K[X]et A €K, on pose P(A) = Z aklk — C’est un élément de K.
k=0 k=0
e Fonction polynomiale : Pour tout P € K[X], la fonction x — P(x) de K dans K est appelée la fonction
polynomiale associée a P. On la note souvent P par abus et parfois P quand on veut la distinguer du polynéme P.

Pour tous P,Q € K[X] : P+Q=P+Q, PQ=PQ, PoQ=PoQ e DP'=P.

Nous en omettrons la preuve, mais la derniére assertion n’est pas une évidence. Nous disposons sur R[X ] et R® de notions
différentes d’addition, multiplication, composition et dérivation. Dans la formule P o Q = P o Q par exemple, ce ne sont pas
les mémes « o » qu’on trouve a gauche et a droite, et dans la formule P’ = P’,1a dérivée P’ est une dérivée formelle alors que
la dérivée P’ est la dérivée d’une fonction définie comme limite d’un taux d’acroissement.

Sachant que 1 est la fonction constante x —» 1 — élément neutre de KX — l'application P — P s’avére étre un
morphisme d’anneaux de K[X ] dans K.

¢ Attention ! ‘ X N’EST PAS UN NOMBRE ! ‘ On ne dit pas « Posons X = 1 », mais « Evaluons en 1 ».

@ 2 DIVISIBILITE ET DIVISION POLYNOMIALES

@ 2.1 RELATION DE DIVISIBILITE

Définition (Divisibilité, diviseur, multiple) Soient A, B € K[X]. On dit que A divise B, ou que A est un diviseur de B,
ou que B est divisible par A, ou que B est un multiple de A, s’il existe P € K[X ] pour lequel B = AP. Cette relation se note
A|B.

Exemple Le polynéme X2 + 3X + 2 est divisible par X + 1 car X?> +3X + 2= (X + 1)(X +2).

On peut définir une notion de divisibilité dans tout anneau quel qu’il soit — dans Z et maintenant K[X ], mais bien au-dela.
La divisibilité est en un sens ce qui différencie les anneaux les uns des autres et le point de départ de 'arithmétique en général.
La tres grande proximité des anneaux Z et K[X ] justifie que nous omettions ci-apres certaines preuves qui ressemblent a s’y
méprendre aux preuves du chapitre « Arithmétique des entiers relatifs ».

Théoreme (Propriétés de la relation de divisibilité) Soient A,B,C,D € K[X].

o Relation d’ordre : La relation de divisibilité | est réflexive et transitive sur K[X ], c’est méme une relation d’ordre
sur 'ensemble des polynémes UNITAIRES OU NULS de K[X]. Elle est en revanche seulement réflexive et transitive
sur K[X] car pour tous A,B € K[X] :

A|B et BJ|A = dJAeK*, A=AB. On dit alors que A et B sont associés (sur K).
e Combinaisons linéaires : Si D |Aet D | B, alors D | (AU + BV) pour tous U,V € K[X].
e Produit: SiA|Bet C | D, alors AC | BD, et en particulier A* | B¥ pour tout k € N.
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1
Démonstration  Pour le défaut d’antisymétrie, siA = AB avec A € K*: B = —A, doncA|BetB|A

Réciproquement, faisons 'hypothése que A | B et B | A. 1l existe alors deux polynémes P,Q € K[X ] pour lesquels
A= BP et B=AQ, et ainsi A=APQ. Deux cas se présentent alors.

— SiA=0, alors B=AQ =0, doncA= AB pour A =1.

— Si au contraire A # 0, alors PQ = 1 par intégrité de K[X], donc P et Q sont non nuls, donc de degrés
entiers. Les inégalités : 0 < deg(P) < deg(P) + deg(Q) = deg(PQ) = deg(1) =0 montrent alors que
deg(P) =0, i.e. que P est une constante non nulle A. Conclusion : A= AB.

@ 2.2 DIVISION EUCLIDIENNE

Nous pratiquons la division euclidienne des polynémes depuis le chapitre « Introduction a la décomposition en éléments
simples », mais nous n’avions rien démontré alors, il est temps de le faire.

Théoreme (Division euclidienne) Soient A,B € K[X] avec B # 0. Il existe un et un seul couple de polyndémes
(Q,R) e K[X] x K[X] pour lequel : A=BQ+R et deg(R) < deg(B). On appelle A le dividende de la division
euclidienne de A par B, B son diviseur, Q son quotient et R son reste.

Démonstration
e Existence : Notons b le degré de B et 8 # 0 son coefficient dominant. Si B divise A, alors A = BQ pour
un certain Q € K[X] et on peut poser R = 0. Supposons maintenant que B ne divise pas A. Iensemble
9 = {deg(A—BK )| KeK[X ]} est alors une partie non vide de N — valeur —oo exclue par hypothése

— donc posséde un plus petit élément r. Notons Q € K[X ] un polynéme pour lequel deg(A—BQ) = r, puis
posons R =A— BQ et notons p le coefficient dominant de R. Est-il vrai que deg(R) < deg(B)?

Supposons par I'absurde que r = b. Alors deg (R— L X ’_bB) < r car la soustraction de % X"bB tue le

terme dominant pX" de R. Or deg (R— % Xr_bB) = deg(A—BK) € 9 si 'on pose K = Q + % X" La
minimalité de r est ainsi contredite. Comme voulu r < b.

e Unicité : Soient (Qq,R;) et (Q,,R,) deux couples de la division euclidienne de A par B. Par définition

B(Q; —Qy) = Ry —R;. Si Q; # Qy, alors deg(Q; —Q,) = 0, donc deg(B(Q; —Q,)) > deg(B) alors que
deg(R, —R;) < deg(B) par définition de R; et R, — contradiction. Conclusion : Q; =Q,, et en retour
Rl :A—BQl :A—BQ2 :Rz.

@ 3 RACINES D’UN POLYNOME

@ 3.1 RACINES ET MULTIPLICITES

Théoreme (Division euclidienne par X — 1) Soient A € K et P € K[X]. Le reste de la division euclidienne de P par
‘ X —Aest P(A).

Démonstration La division de P par X — A s’écrit P = (X —A)Q + R pour certains Q,R € K[X] avec deg(R) < 1,
donc en fait R est un polynéme constant. Evaluonsen A :  P(A) =(A—A)Q(A) +R(A) =R.

De ce théoreme découle directement la double définition suivante :

Définition (Racine) Soient P € K[X] et A € K. On dit que A est une racine de P (dans K) si I'une des deux assertions
‘ équivalentes suivantes est vraie : P(A)=0 ou bien : P est divisible par X — A.

9 Attention !  La précision « racine DANS K » n’est pas superflue. Le polynéme X? + 1 n’a pas de racine dans R, mais il
en a deux dans C, a savoir i et —i.

Via la notion de racine, on raméne souvent les PROBLEMES DE DIVISIBILITE & des PROBLEMES D’EVALUATION — et vice
versa — comme l'illustre 'exemple suivant.
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Exemple

Pour tout n € N, le reste de la division euclidienne de X" par X2 —3X + 2 vaut (2" —1)X — (2" —2).

Démonstration Soit n € N. La division euclidienne de X" par X?—3X +2 sécrit X" = (X —1)(X —2)Q+aX +b
pour certains Q € R[X] et a,b € R. Evaluonsenl: 1=a+b, puisen2: 2" =2a+b. Aprescalcul:
a=2"—1 etb=2-2"

Définition (Multiplicité d’une racine) Soient P € K[X] NON NUL et A € K.

Lensemble {k eN| (X—A) divise P} possede un plus grand élément m appelé la multiplicité de A dans P. On
dit souvent pour résumer que m est la plus grande puissance de X — A qui divise P.

En particulier, dire que A N’est PAS racine de P, c’est dire que A a pour multiplicité 0 dans P. Une racine est dite
simple si elle est de multiplicité 1, double si elle est de multiplicité 2, etc.
Plus concrétement, m est caractérisé par les deux propositions suivantes, équivalentes :

— P est divisible par (X — A)™ mais PAS par (X — A)™!.

— Il existe Q € K[X] pour lequel P = (X —A)™Q et Q(A) # 0.

Démonstration Pour montrer que 'ensemble .# = {k eEN| (X—A) divise P} posséde un plus grand élément,
nous allons montrer que c’est une partie non vide majorée de N. Or déja, .# contient 0. Montrons ensuite que
deg(P) majore .#. Pour tout k € 4 : P =(X—2A)*Q pour un certain Q € K[X] avec Q # 0 car P # 0. En
particulier deg(Q) = 0, donc k < deg(Q) + k = deg(P).

> PO

Théoreme (Formule de Taylor polynomiale) Pour tous P € K[X]etA€K: P= T (X — )k
p® (o k=0 ’
En particulier; pour tout k € N, le coefficient de degré k de P est ©)
Démonstration
oo = il .
e Casou A =0: Ennotant P = Zain, dérivons k fois pour tout k € N: PW = Zai G ‘k)' Xk,
i—k)!
i=0 +00 i=k
P®(0 P®(0
puis évaluons en 0 :  P®(0) = a, k!.  Aussitét ap = ( ), donc P = Z PO xk

—— k! = k!

i=k
e Cas général : Posons Q=P(X + k) PourtoutkeN: QW =p®(x+2), donc:

(k) 0 P(k) A
Z < ( ) Z ( ) , eton compose a droite par X — A pour terminer.

Théoreme (Utilisation des dérivées successives pour le calcul d’'une multiplicité) Soient P € K[X], A € K et

meN.
®
(i)

A est de multiplicité m dans P si et seulement si P(1) = 0 pour tout i € [0,m — 1] ma1s P (1) # 0.

Si A est de multiplicité m > 1 dans P, A est de multiplicité m — 1 dans P’.

Démonstration Démontrons 'assertion (i), dont I'assertion (ii) est une simple conséquence. L’air de rien, la
formule de Taylor nous fournit facilement la division euclidienne de P par (X — l)m :

(@)
pTaL“”ZP "D x—ay = (X—A)mzp "D (x gy 4 ZP ) x—2y.

i=0 i=m
On en tire les équivalences suivantes : Degré strictement inférieur & m
o . _— P(‘)(l) i
A est de multiplicité au moins m dans P = (X —A)™ divise P = Z X=-2)r=0
m—1 P(l)(k) .
= =0 aprés composition a droite par X + A

1!
i=0 v

= Yie[o,m—1], PY(A)=0

Or pour la méme raison: A est de multiplicité au moins m+1 dans P <= A Vie[o,m], PY()=0. 1
en découle que A est de multiplicité EXACTEMENT m dans P si et seulement si P)(1) = 0 pour tout i € [0,m—1]
mais P (1) # 0.
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Exemple

La multiplicité de 1 dans P = X* + 3X3 —3X2 — 7X + 6 est égale a 2.

Démonstration Déja: P(1)=1+3—3—7+6=0. Ensuite: P’ =4X>+9X2—6X—7 doncP’(1)=0.
Enfin: P”=12X2+18X—6 doncP”(1)=24+#0.

Soient A, B € K[X ] avec B # 0. Nous avons déja vu de quelle maniére les racines de B peuvent étre utilisées pour calculer
le reste de la division euclidienne de A par B. Si par exemple B = (X —2)3(X + 3), la division euclidienne de A par B s’écrit
A=(X—-2)3X+3)Q +aX®+ bX? +cX +d pour certains Q € R[X] et a, b, c,d € R. On n'obtient hélas que deux équations
en évaluant en 2 et —3, mais on va en obtenir deux de plus en exploitant la multiplicité de 2 dans B. Et comment on fait ?
On dérive ! La multiplicité de 2 est au moins 3 dans BQ = (X —2)*(X + 3)Q, donc au moins 2 dans (BQ)’ et au moins 1 dans
(BQ)”. On en tire deux nouvelles équations A'(2) = 12a + 4b + ¢ et A’(2) = 12a + 2b, et de 1a on conclut en résolvant un
systéme linéaire 4 x 4.

Exemple

Pour tout n € N*, le reste de la division euclidienne de X" par X(X —1)? vaut (n— 1) X% — (n—2)X.

Démonstration La division euclidienne étudiée s’écrit X" = X (X —1)?Q +aX?2 + bX + ¢ pour certains Q € R[X]
eta,b,c € R. Evaluonsen0: ¢ =0, puisenl: a+b+c=1, ouencorea+ b= 1.1l nous manque
une équation. Dérivons puis évaluons en 1 pour exploiter la multiplicité 2 de laracine 1: 2a+b=n. Apres
calcul: a=n—1, b=2—n et c¢=0.

Théoreme (Racines complexes d’un polyndme réel) Soient P € R[X ] — a coefficients réels, donc — et A € C. Alors
A et A ont la méme multiplicité dans P.

+00
Démonstration Comme P = Z a; X" est a coefficients (a; )rey REELS, pour tout i € N :
k=0

+o00 +00o

— k! . k! — ki -
@ = k=i — —p®
PO = akx(k_i)!;\ z:akx(k_i)!l PO(2),

k=i k=i

donc en effet, A et A ont la méme multiplicité dans P d’aprés la caractérisation précédente.

® 3.2 NOMBRE MAXIMAL DE RACINES

Théoreme (Factorisation « par les racines ») Soient P € K[X] NON NUL et A4,..., A, des racines distinctes de P de
‘ multiplicités respectives my,...,m,. Alors (X —A;)™ ...(X —A,)™ divise P. En particulier m; +...+ m, < deg(P).

Exemple

Démonstration Montrons par récurrence que pour tout k € [1,7], (X —A;)™ ...(X — A,)™ divise P.
Initialisation : A, est racine de P de multiplicité m,, donc (X —A,)™ divise P.
Hérédité : Soit k € [1,r — 1]. Faisons 'hypothése que (X —A;)™ ... (X — A )™ divise P.

— Dans ces conditions, P = (X — A;)™ ... (X — A, )™A pour un certain A € K[X].

— Ensuite, si on note a la multiplicité de A,,; dans A, A = (X — A;,1)*B pour un certain B € K[X] avec
B(Ag41) # 0. Et comme (X — A;1)* divise 4, il divise aussi P, donc a < my.;.
— Enfin, P = (X — A4 )™+ C pour un certain C € K[X] avec C(A;,) #O.
Il découle de ces trois points que : (X —A;)™ ... (X — A )™ (X — Ayy1)*B = (X — Ap41)™1C.  Divisons cette
égalité par (X — Apq)* grace a lintégrité de K[X]: X —A;)™...(X —A)™B = (X — A 1)™17*C. Le
polynoéme de gauche n’admet pas A;,; pour racine, donc celui de droite non plus, donc @ = m; ;. Conclusion :
(X — Agq1 )™ divise A, done (X —A,)™ ... (X — Ajqq )™+ divise P.

A quelle condition nécessaire et suffisante sur n € N le polynéme X2 + 1 divise-t-il X" +1? Réponse : n =2 [4].

Démonstration Pourtoutn € N : X% +1 divise X"+ 1 — iet —isont racines de X" +1
S iestracine de X" +1 car X™ + 1 est a coefficients réels
inm .
= i"+1=0 = e2 =e
nm
= 7571[211] = n=2[4].

Dans cette chaine d’équivalences, le théoréme de factorisation « par les racines » justifie 'implication :

i et —i sont racines de X" + 1 - X2 +1 divise X" + 1.
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Exemple Le polyndme (X — 1)*X2(X + 2) posséde en tout trois racines distinctes — 1 de multiplicité 4, 0 double et —2
simple. On dit en revanche qu'il posséde | 7 | RACINES COMPTEES AVEG MULTIPLIGITE, car 7 = 4 +2 + 1.

Théoreme (Nombre maximal de racines comptées avec multiplicité)
e Un polynéme NON NUL P posseéde au plus deg(P) racines COMPTEES AVEC MULTIPLICITE.

e En particulier, seul le polyndme nul possede une infinité de racines.

¢ Attention ! En dépit des apparences, ce théoreme est I'un des plus importants du chapitre !

Un polyndéme de degré n ne possede pas forcément n racines comptées avec multiplicité. Nous verrons au prochain paragraphe
que C’est le cas si K = C, mais pas si K = R. Par exemple, X2 + 1 est réel de degré 2 mais n’a pas de racine réelle.

Exemple Soit P € R[X]. On suppose que P(n) = n® —n? + 1 pour tout n € N. Alors P = X3 —X? + 1, donc en fait
P(z) =23 —2%+1 pour tout z € C!

Démonstration On connait ici P SEULEMENT en les entiers naturels et cela ne nous permet pas a priori d’affirmer
que P =X3—X2+1, ni que P(z) = 2> —2% +1 pour tout z € C. Il est pourtant facile d’obtenir ces résultats grace a
la notion de RACINE. En effet, le polynéme P — X3 + X? — 1 admet par hypothése tout entier naturel pour racine,
donc posséde une infinité de racines, donc est nul. Comme voulu P = X3 — X2 + 1.

On le voit bien sur cet exemple, le théoréme qui précede est un théoreme de « désévaluation » (néologisme pratique).
Evaluer, c’est passer d’une égalité polynomiale & une égalité de nombres réels ou complexes. Désévaluer, c’est le contraire
— remonter d’une collection d’égalités de nombres a une égalité polynomiale. En d’autres termes, quand un polynéme P est
défini par certaines de ses VALEURS, il est souvent fructueux d’interpréter cette hypotheése sur les valeurs de P en termes de
RACINES d’un nouveau polynéme Q. Quand ce polyndéme Q a trop de racines, il est forcément nul et on en tire souvent de
précieux renseignements sur P. Les deux exemples qui suivent illustrent cette idée.

Exemple Il n’existe pas de polynéme P € R[X ] pour lequel P(n) = ¥n2 + 1 pour tout n € N.

Démonstration  Supposons par I'absurde qu'un tel polynéme P existe. Le polynéme P3 — X2 — 1 admet alors
tout entier naturel pour racine, donc posséde ainsi une infinité de racines, donc est nul, de sorte que P> = X2 +1.

2
En particulier 3 deg(P) = 2, donc deg(P) = 3 contradiction.

1
Exemple Soit P € R[X]. On suppose que P est de degré n entier et que P(k) = % pour tout k € [1,n+ 1].

Dans ces conditions : P(—1)=n+1.
Démonstration

o Analyse des hypothéses : Le polynéme XP(X)—1 admet 1,2,...,n+1 pour racines, soit déja n+1 racines
n+1

distinctes, or il est justement de degré n+ 1, donc XP(X)—1=A l_[ (X — k) pour un certain A € R*.

) n+1 (_1)n k=1 (_1)n ntl
Evaluonsen0: —-1=A —k), ie.A=——=—_Enfin: XPX)=1+4+—="— X —
v l_[( ) (n+1)! &) (n+1)!g(
e Calcul de P(—1) : Evaluons simplement ce résultat en —1 :

D" T LD e
_p(_1)=1+(n+1)|]_[( (k+1)) = el Y(n+2)! = 1—(n+2),  donc P(~1) = n+1.

Théoreme (Identification polyndme/fonction polynomiale) Pour tous P,Q € K[X], si les fonctions polynomiales
P et Q sont égales, alors les polynémes P et Q eux-mémes le sont, autrement dit leurs coefficients coincident.

. . N . , fo= C .
Démonstration 1l s’agit de montrer que le morphisme d’anneaux P — P de K[X] dans K* est injectif. Soit
P e Ker f. La fonction f(P) = P est identiquement nulle sur K, donc tout élément de K est racine de P. Le corps
K (R ou C) étant infini, P possede ainsi une INFINITE de racines, donc est nul et c’est fini.
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® 3.3 POLYNOMES SCINDES ET THEOREME DE D’ALEMBERT-GAUSS

Définition (Polynéme scindé) Soit P € K[X]. On dit que P est scindé (sur K) s’il n’est pas constant et posseéde

exactement deg(P) racines (dans K) comptées avec multiplicité.
.

Il est équivalent d’exiger que P puisse étre écrit sous la forme P = a l_[ (X — ;)™ ot a est le coefficient dominant de

k=1
P, A4,..., A, ses racines distinctes dans K et m, ..., m, leurs multiplicités respectives.

Forme scindée = 3 INFORMATIONS (racines, multiplicités, coefficient dominant)

¢ Attention!  La précision « scindé SUR K » n’est pas superflue car un polyndme peut avoir des racines complexes mais
aucune réelle. Le polynéme X2 + 1 = (X +1i)(X —1i) est ainsi scindé sur C, mais pas sur R.

n—1
2ik
Exemple Pour tout n € N*, le polynéme X" — 1 est scindé surC: X"—1= l_[ X —-—w)= l_[ (X — e%).
wel, k=0

, . A Eikn . . .
Démonstration Le polynome X" — 1 n’est pas constant et admet les n nombres e™ 7 pour racines distinctes,
k décrivant [0,n —1]. Comme il posseéde au plus n racines comptées avec multiplicité, il en possede forcément

exactement n, donc est scindé sur C.

Exemple Le polyndme X° + 27 est scindé sur C et sa forme scindée vaut : X +27 = (X — 3)(X —3e3 )(X —3e73 )

. i3
Démonstration Pour toutr € C : rP+27=0 = rP=—27= (Se 3 )
i 2ikn
= dke€[0,2], r=3e3™ 3 .
. ' s .
Les racines complexes de X3+ 27 sont donc : 3 e% (k=0), 3e™=-3 (k=1) et Be% =3 e_%

(k =2). Ces trois racines sont distinctes et X3 + 27 est de degré 3, donc est scindé sur C a racines simples —
de coefficient dominant 1.

Tout polynome posséde-t-il une racine ? Question essentielle s’il en est, mais a laquelle nous n’avons pas encore répondu.
La réponse affirmative suivante est un théoreme majeur des mathématiques et 'un des rares théorémes que nous ne démon-
trerons pas cette année. Les curieux en trouveront tout de méme une preuve en fin de chapitre.

Théoreme (Théoréme de d’Alembert-Gauss)

Tout polynéme non constant de C[X ] posséde au moins une racine COMPLEXE. A fortiori, tout polynéme non constant
de C[X] est scindé sur C.

Démonstration  Une fois qu’'on a prouvé la premiére partie du théoréme, le caractére scindé sur C de tout
polynéme non constant de C[X ] se démontre aisément par récurrence.

¢ Attention!  Le théoréme est faux sur R — un polynéme non constant de R[X ] peut ne pas avoir de racine REELLE, par
exemple le polyndme X2 + 1.

Les multiplicités de racines sont aux polyndémes ce que les valuations p-adiques sont aux entiers et le critére de divisibilité
qui suit se démontre dans C[X] comme son analogue dans Z.

Théoreme (Divisibilité dans C[X] et racines) Soient A,B € C[X] non nuls. Alors A divise B si et seulement si pour
‘ tout A € C, la multiplicité de A dans A est inférieure a sa multiplicité dans B.

@ 3.4 RELATIONS COEFFICIENTS-RACINES

Le prochain théoréme est rebutant au premier abord, commencons par deux cas simples. On travaille ci-dessous avec des
polynémes non constants de C[X ], DONC avec des polynémes scindés sur C d’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss.
e Polynémes de degré 2 : Soit P = a,X? +a,X +a, € C[X] de racines A, et A, comptées avec multiplicité. Alors :
P =ay(X —2)(X —Ay) = a,X? —ay(A; + A,)X +a,A A, donc apres identification : A, + A, = - (somme
des racines) et AA,= % (produit des racines). %
2

10
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e Polynémes de degré 3 : Soit P = a;X°> + a,X? + a, X + ay € C[X] de racines A, A,, A; comptées avec multiplicité.
Alors : P = a3(X — Al)(X - kz)(X — ),3) = a3X3 —das (),1 + kz + k3)X2 + as ()’12‘2 + kllg + Azk?))x — agkllzk?ﬂ

a a
donc apres identification : A + A, + A3 = ——2  (somme des racines), AMAgA; = -2 (produit des racines)

a as as
et A1k2+),1k3+),2k3:_1.
as

n
Le résultat qui suit généralise les calculs précédents par simple développement du produit l_[ X —=A).
i=1

n
Théoreme (Relations coefficients-racines) Soit P = Zaka € C[X] de degré n = 1 et de racines Aq,...,A,
k=0
comptées avec multiplicité. Si on pose o = Z A, -+ Ay, pour tout k € [1,n], alors :
1<i; <...<i <n

n
P=q,[ [&-2)=0,(X"— 0, X" + 0, X" 2 =0, X" + .. +(~1)'0, ).
i=1

La relation obtenue ne nous permet pas d’exprimer les racines A4,...,A, de P en fonction de ses coefficients ay,...,a,,

. . . . oL Ay

mais nous pouvons en tirer o,...,0, en fonction de ay,...,a, par identification. En loccurrence : o, = (—1)f ==
n

pour tout k € [1,n]. Vues comme fonctions de A4,..., A, les expressions o4, ..., 0, sont appelées les fonctions symétriques

élémentaires de A4, ..., A, — symétriques parce qu’elles ne dépendent pas de 'ordre dans lequel on a rangé A4,...,A,. Deux
d’entre elles sont plus simples et plus utilisées que les autres :

n n
o= Z A (somme des racines) et o, = A (produit des racines).
k=1 k=1
Pour que tout soit bien clair, détaillons 0, 0,, 03 et 0, danslecasoun=4: o1 =AM+ A+ A3+ Ay,

Oy = kllz‘i‘klk?)+A1k4+k2l3+k2k4+l3l4, O3 :Alkzlg+k1kzl4+k1k3l4+k2k3l4 et 0'4 :A1k2A3k4.

S 2ikn =T 2ikn il
Exemple Pour toutn =2 : Ze n =Zco=0 et l_[e n =l_[co=(—1) .
k=0 wel, k=0 wel,

Démonstration Dans le contexte du polynéme scindé X"—1: o, = Z w et o,= l_[ w etlesrelations
w€el, w€el,
coefficients-racines sécrivent : X"—1=X"—0;X" ' +...4+(=1)"0,, donco,=0eto,=(—1)"".

Exemple Le polynéme non constant X2 —2X + 5 est scindé sur C d’aprés le théoréme de d’Alembert-Gauss — mais pas
forcément sur R — et nous pouvons noter x, y et 2 ses trois racines complexes comptées avec multiplicité. L'unique polynéme
unitaire de degré 3 dont les racines sont x2, y? et 22 est alors le polyndme X3 —4X? + 4X — 25.

Remarquez bien qu’on arrive au résultat sans jamais avoir eu la moindre idée de ce que valent x, y et 2!
Démonstration Nous devons calculer explicitement les coefficients du polynéme (X — xz) (X — yz) (X —22) :
(X - xz) (X —yz) (X —zz) =X3— (x2 + y2 + ZZ)X2 + (xzy2 + yzz2 + szz)X - xzyzzz.

Posons: o0;=x+y+2, O0,=xy+yz+zx et o03=xyz. Lesrelations coefficients-racinesdu polynéme
X3—2X +5s%écrivent: 0,=0, 0,=-2 et o03=-5 Or:

X+ y?+2f=(x+y+z)—2(xy+yz+zx)= 0%—20‘2 =4, x?y?z% = (xyz)* = G§ =25
et x2y?+y%2?+2°x?=(xy+yz +zx)2—2(x2yz+xyzz+xyzz) = G%—nyz (x+y+2)= 05—2010'3 =4.
Comme annoncé : (X —x?)(X —y?)(X —22) =X°—4X% 4+ 4X —25.

® 4 POLYNOMES ANNULATEURS D’UNE MATRICE CARREE

+00o +00

Soit A € #,(K). Pour tout P = Z a X k e K[X], on pose P(A) = Z akAk. Le résultat de cette évaluation en A est une

k=0 k=0
matrice carrée et non un polyndme, mais on dit que cette matrice carrée est un polynéme en A.

¢ Attention!  Le polynéme constant 1 devient I,, quand on I'évalue en A. Par exemple, si P = X2+3, alors P(A) = A%+3I,,.

11
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Définition-théoréeme (Polynomes annulateurs d’'une matrice carrée) Soit A € ./, (K). On appelle polynéme annu-
lateur de A tout polynéme P € K[X ] pour lequel P(A) = 0.

o Attention!  On dit aussi que A annule P, mais jamais que A est « racine de P ». Les racines sont définitivement des
éléments de K.
1 1 1
Exemple Le polynome X3 —2X2—1 annule A= (1 1 0) car aprés calcul : A3 —2A%2—], =0. Attention au terme I !
01 0

Exemple Nous avons vuen TD que pour toutA € #,(C): A? =tr(A)A—det(A)I,, doncle polyndme X2—tr(A) X +det(A)

annule A. Par exemple, X2 — 6X — 1 annule G g)

Théoreme (Deux remarques sur les polyndmes annulateurs) Soit A € #,(K).

(i) Si A posséde un polynéme annulateur de degré d, tout polynéme en A est combinaison linéaire des puissances
I,AA% ... AL

(ii) Si A posséde un polynéme annulateur dont le coefficient constant est non nul, alors A est inversible.

Démonstration  Faisons 'hypothése que A posseéde un polynéme annulateur IT = a;X? + ...+ a, X + a, avec
ag,-.-,a3_1 € Cetay € C*.

(i) Soit P € C[X]. La division euclidienne de P par II s’écrit P = I1Q + R pour certains Q,R € C[X] avec
deg(R) < d. Apres évaluationenA: P(A) =TII(A)Q(A)+R(A) =R(A), donc en effet, P(A) est combinaison
linéaire de I,,,A, ...,AL.

n n n
(ii) Supposons a, # 0. Par hypothése :  —ayl, = ZakAk =Ax (ZakAk_l) = (ZakAk_l) xA, doncA
k=1 k=1 k=1

N 1 e
est inversible d’inverse —— Z a AL
Qo j=

11 1
Exemple Reprenons la matrice A = (1 1 0) et son polynéme annulateur X> — 2X? — 1. Comme A% — 2A% = [, alors
01 0

0o 1 -1
Ax (A?—2A) = (A —2A) x A=, donc A est inversible et A} = A — 24 = (0 0o 1 )
1 -1 0

Les polynémes annulateurs d’une matrice carrée servent aussi a calculer ses puissances. Deux mots d’ordre en la matiere,
division euclidienne et racines !

11 1 P G A A Co DA AR G b
Exemple On pose A= (1 0 0). Pour tout k e N*: A== 2k—(—1)f 214 (—1)F 214 (—1)k |
1 0O 0 2k _ (_1)k 2k—1 + (_1)k 2k—1 + (_1)k

1 1 1 3.1 1
annule A, et on peut I'écrire aussi P = (X + 1)X(X —2).

301 1 5 3 3
Démonstration A2=(1 1 1) et A3=(3 1 1)=A2+2A, donc le polyndme P = X3 — X2 — 2X

A présent, soit k € N*. La division euclidienne de X k par P s’écrit X k= pQ+ aX?+ bX + c avec Q € R[X] et
a,b,c €R. Evaluons en lesracinesde P: (—=1)=a—b+c, O0=c et 2=4a+2b+c. Aprescalcul:

zk—l +(—1 k zk—l —2(—1 k
a= # b= # et ¢=0. Conclusion :

3 ’ 3
k=1, (_1)k /3 1 1 k=1 _o(_q)k (1 1 1
A = P(A)Q(A) + aA? + bA+cl; = C (1 1 1)+w(1 0 o).
—~ 3 11 1 3 100
@ 5 POLYNOMES D’INTERPOLATION DE LAGRANGE
Etant donnés des points x;,...,x, € R pour lesquels x; < ... < x, et des réels y,,..., Y, € R quelconques, le probléme

de l'interpolation consiste a construire des fonctions f : [x;,x,] — R pour lesquelles f(x;) = y; pour tout i € [1,n]. 1l
existe bien s{ir beaucoup de telles fonctions f, on peut par exemple en construire une en reliant linéairement les points de
coordonnées (x1,y1),...,(x,, ¥,). La méthode d’interpolation de Lagrange étudiée dans ce paragraphe est une autre approche
du méme probléme.

12
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Définition (Polyndmes de Lagrange d’une famille de points distincts) Soient x,...,Xx, € K DISTINCTS. Pour tout
. X —xi
ie[1,n], on pose L; = l_[

1<k<n Xi k
ki

Propriété fondamentale :

. Les polynémes L., ..., L, sont appelés les polynémes de Lagrange de x,...,X,.

Pour tous i,j € [1,n] :  Li(x;) = 6;;.

En particulier, L; admet x1,...,X;_1, X;41,- - -, X, POUr racines — mais pas Xx;.

_ X —x)(X —x3)

—a. _ X =x))X —x3)
Pourn=3: L;= 1 —x,)(0s —xs)’

2T (g — x1) (x5 — x3)

L= (X —x1)(X —x5)
: (x3—x1)(x3—x2)'

Théoreme (Polynome d’interpolation de Lagrange de degré minimal) Soient x;,...,x, € K DISTINCTS et
n

Y1,--->Yn € K quelconques. Avec les notations précédentes, Z y;L; est le seul polyndme P € K[X] DE DEGRE STRICTE-
i=1
MENT INFERIEUR A n pour lequel P(x;) = y; pour touti € [1,n].

Démonstration

n
e Existence : Posons P = Z y;L;. Par définition, L,,...,L, sont de degrés au plus n — 1, donc P aussi.
i=1 n n

Ensuite, pour tout j € [1,n] :  P(x;) = ZyiLi(xj) = Zylﬁij =Y.
i=1 i=1

e Unicité : Soient P,Q € K[X] deux polyndmes de degrés au plus n — 1 pour lesquels P(x;) = Q(x;) = y;
pour tout i € [1,n]. Le polynéme P —Q admet x4, ..., X, pour racines, donc au moins n racines comptées
avec multiplicité. Comme deg(P —Q) < n—1, forcément P—Q =0, i.e. P =Q.

fO=f2)=fA4=0 fA)=1 et

Notons ensuite Lo, ..., L4 les cinq polynomes de Lagrange de 0, ..., 4. Le polynome d’interpolation de Lagrange

Exemple Notons f la fonction x — sinﬂ sur [0,4], pour laquelle :

fB)=-1

4
de f aux points O, ...,4 est alors en vertu du théoreme précédent le polynome Z f)L;=L;—L;.0r:
i=0
_ XXX -2)X—4)

XX —2)X —3)(X —4)

L= t 3= ,
6 6
donc: L—Ly= XX - 2)(X6— HE —4) XK — 1)(x6— )X —4) _ XX~ 2;(;( —4)
//\ \ : |
¥ = Lo(x) | y=nm Y =Ly

¥y =Ly(x)—Ls(x)
4 //
/] \

=sin —
J 2

Théoreme (Polynomes d’interpolation de Lagrange, cas général) On reprend les notations précédentes et on
n

note Y le polynéme Z ¥;L;. Les polyndmes P pour lesquels P(x;) = y; pour tout i € [1,n] sont exactement tous les

i=1 £
polynémes de la forme Y +Q l_[ (X —x;), Q décrivant K[X].

k=1

Démonstration

Pour tout P € K[X] :

—

—

Vie[l,n], P(x)=y,

P —Y admet x4, ..., X, pour racines

3Qek[x], P-v=q[ [(x—xp.
k=1

13

= Vie[l,n], P(x;)=Y(x;)

= []&x-x)dvisep—v
k=1
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@ 6 PREUVE DU THEOREME DE D’ALEMBERT-GAUSS

Nous terminerons ce chapitre sur une preuve — hors programme — du théoréme de d’Alembert-Gauss. Mais d’abord un
lemme technique intéressant en soi.

Théoreme (On peut toujours tomber plus bas) Soient Q € C[X] non constant et a € C. Si Q(a) # 0, alors
‘ |Q(z)| < |Q(a)| pour un certain z € C.

QX +a)
Q(a)

et Q(0) = 1. Notons alors d le degré de Q — Q est non constant, donc d = 1 — et écrivons Q sous la forme
Q=1+b X+ bq+1Xq+1 +...+byx4 ol b, est le premier coefficient non nul de Q autre que son coefficient

Démonstration  Quitte a remplacer Q par , on peut supposer sans perte de généralité que a = 0

N 1
constant. Notons enfin f3; une racine ¢“"¢ de 5 Quitte a remplacer Q par Q(3,X), on peut supposer de nouveau
q
sans perte de généralité que b, = —1, de sorte que Q = 1—X7+ by, X a1 4+ .+ byX<. Finalement, pour tout
d d
re[0,1]
ref0,1]: }Q(r)| = }1—rq+...+bdrd| < }1—rq| + Z |bprk < T1—r9 407! Z |bpl=1—(1—Mr)rd
d k=q+1 k=q+1
sion pose M = Z |by|. Comme voulu, Q(r)| < 1 si on choisit r assez petit.
k=q+1

Et maintenant, le théoréme de d’Alembert-Gauss.

Démonstration (du théoréme de d’Alembert-Gauss) Soit P € C[X ] non constant. Pour montrer que P posséde
une racine dans C, nous allons nous intéresser a la fonction |P|, prouver qu’elle possede un minimum et que celui-
ci vaut 0. Cela garantira bien I'existence d'une racine. Il nous suffit d’ailleurs de justifier I'existence du minimum,
car une fois qu'il existe, le minimum ne peut qu’étre nul d’apres le lemme, sans quoi on pourrait tomber plus bas.

Introduisons les coefficientsde P: P = a,X%+...+a;X+a, avecd =deg(P)>1,ay,...,a4_; € Cetay € C*.
Positive, la fonction |P| posséde une borne inférieure m = igf |P| d’apres la propriété de la borne inférieure, mais
s’agit-il d’'un minimum ?

e Pour tous n € N* et 2 € C de module n :

|P(z)| > |adzd| —

n—-+00

d—1
Sa
d—1 k=0

donc |ay|n? — Z lag| n* > m 41 a partir d’un certain rang N. Ainsi, pour tout z € C :
k=0

d—1
> lagln? = lagIn* ——— +oo,
k=0

2l >N = |P(z)}>m+1.
\ 1 1
o A présent, pour toutn € N, m+ on ne minore pas |P|, donc |P(zn)| <m-+ on pour un certain z, € C — et
1
méme m < }P(zn)} < m+ —. Par encadrement : lim |P(zn)| =m.
n n—+00

1
e Finalement, pour tout n € N : |P(zn)| <m+ on <m+1, donc|z,| <N dapres le premier point.

Bornée, la suite (z,),cy possede une suite extraite convergente (z¢(n))n€N d’apres le théoreme de Bolzano-

Weierstrass. En notant £ sa limite: m= lim |P(z¢(n))| = |P(€) , donc m est le minimum de |P| et pas

. ;. n—+00
seulement sa borne inférieure.
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